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Nur Aini S: Analisa Stabilitas Model Matematika ... | 77 ANALISA STABILITAS MODEL 

MATEMATIKAPADA PERMASALAHANPENGENDALIAN HAMA TERPADU NUR AINI S 

E-mail : nuraini.math@gmail.com Abstrak: Dalam bidang pertanian dan perkebunan, 

pemerintah menetapkan suatu kebijakan dalam hal perlindungan tanaman yang 

dilakukan dengan sistem Pengendalian Hama Terpadu (PHT) yang mengusahakan 

pengintegrasian berbagai teknik pengendalian yang kompatibel satu sama lain sehingga 

populasi hama dan penyakit tanaman dapat dipertahanan di bawah ambang yang 

secara ekonomis tidak merugikan, serta melestarikan lingkungan dan menguntungkan 

bagi petani.  

 

Pengendalian terhadap hama dapat dilakukan secara kimia maupun secara biologi. 

Dalam penelitian ini dibahas analisa kestabilan dari model matematika pada 

permasalahan pengendalian hama terpadu yang secara kimia dilakukan dengan 

penyemprotan insektisida dan secara biologi dilakukan dengan menggunakan musuh 

alami (predator) dan virus penginfeksi yang merupakan patogen untuk hama.  

 

Model matematika pengendalian hama ini dianalisa dengan menormalkan model 

terlebih dahulu kemudian mancari titik setimbang, dan dilanjutkan dengan menganalisa 

kestabilan model bentuk normal. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui 

sifat-sifat atau perilaku dinamik khususnya kestabilan dari model pengendalian hama 

terpadu dengan penyemprotan insektisida, musuh alami (predator) dan virus 

penginfeksi yang merupakan patogen untuk hama sehingga dapat digunakan sebagai 

pedoman dalam pengembangan metode Pengendalian Hama Terpadu (PHT) Kata kunci: 

Pengendalian Hama Terpadu, Kestabilan Sisten, Sistem Dinamik PENDAHULUAN Dalam 

pengembangan produksi pertanian dan perkebunan di Indonesia, petani dihadapkan 

kepada beberapa kendala baik yang bersifat fisik, sosio- ekonomi maupun kendala yang 



bersifat biologi.  

 

Salah satu kendala biologi adalah gangguan spesies organisme yang menyebabkan 

penurunan kuantitas maupun kualitas produk bahkan sampai menggagalkan 

panen.Berbagai jenis organisme pengganggu yang dikenal sebagai hama telah banyak 

ditemukan di lahan pertanian maupun lahan perkebunan. Hama pengganggu ini 

umumnya berupa serangga, seperti belalang, tungau, kumbang dan lain 

sebagainya.Tindakan pengendalian hama dapat dilaksanakan dengan cara fisis, teknis, 

biologi, kimia, atau dengan cara lain sesuai dengan perkembangan teknologi.  

 

Sebelum swasembada pangan, kebijaksanaan pemerintah dalam pengendalian hama 

sangat mengandalkan pada penggunaan pestisida. Setelah swasembada pangan 

tercapai tahun 1984, metode pengendalian hama mengalami perubahan mendasar 

karena diketahui Jurnal Apotema, Vol. 2, No. 1, Januari 2016 | 78 bahwa penggunaan 

pestisida yang tidak tepat sangat merugikan. Sejak pestisida digunakan secara 

besar-besaran, masalah hama menjadi semakin rumit.  

 

Beberapa spesies hama kurang penting berubah status menjadi sangat penting dan 

yang lebih menghawatirkan adalah kemungkinan terjadinya pencemaran lingkungan 

oleh residu pestisida yang mengancam kehidupan termasuk manusia (Subiyakto, 1992). 

Mengingat dampak negatif dari penggunaan pestisida yang tidak terkendali, 

pemerintah menetapkan suatu kebijakan dalam hal perlindungan tanaman yang 

dilakukan dengan sistem Pengendalian Hama Terpadu (PHT) yang berwawasan 

lingkungan (Supriatna, 2004).  

 

Dalam penelitian ini akan dianalisa kestabilan dari model matematika pada 

permasalahan pengendalian hama terpadu yang secara kimia dilakukan dengan 

penyemprotan insektisida dan secara biologi dilakukan dengan menggunakan musuh 

alami (predator) dan virus penginfeksi yang merupakan patogen untuk hama. Model 

matematika pengendalian hama ini dianalisa dengan menormalkan model terlebih 

dahulu kemudian mancari titik setimbang, dan dilanjutkan dengan menganalisa 

kestabilan model bentuk normal.  

 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui sifat-sifat atau perilaku dinamik 

khususnya kestabilan dari model pengendalian hama terpadu dengan penyemprotan 

insektisida, musuh alami (predator) dan virus penginfeksi yang merupakan patogen 

untuk hama sehingga dapat digunakan sebagai pedoman dalam pengembangan 

metode Pengendalian Hama Terpadu (PHT).  

 

Pengendalian Hama Terpadu (PHT) Hama dan penyakit tanaman merupakan kendala 



yang perlu selalu diantisipasi perkembangannya karena dapat menimbulkan kerugian 

bagi petani. Pengalaman menunjukkan bahwa pengendalian hama dan penyakit 

mengandalkan satu komponen pengendalian saja, seperti insektisida atau musuh alami 

saja belum memberikan hasil yang optimal. Untuk mengatasi masalah ini, pemerintah 

mengeluarkan Undang-Undang No.12/1992 tentang Sistem Budi Daya Tanaman yang 

menekankan pentingnya pengendalian hama terpadu (Widiarta, 2003) Menurut I 

Nyoman Oka (1995), Pengendalian Hama Terpadu adalah pengendalian hama yang 

menggunakan semua teknik dan metode yang sesuai dalam cara yang seharmonis- 

harmonisnya dan mempertahankan semua populasi hama di bawah tingkat yang 

menyebabkan kerusakan ekonomi di dalam lingkungan dan dinamika populasi spesies 

hama yang bersangkutan.  

 

Sedangkan menurut Untung (1993), Pengendalian Hama Terpadu merupakan 

pengendalian hama yang memadukan semua teknik atau cara pengendalian hama 

sedemikian rupa sehingga populasi hama tetap berada di bawah ambang ekonomi yang 

artinya bahwa pengendalian hama dengan menggunakan insektisida belum boleh 

dilakukan jika pengeluaran biaya tidak seimbang dengan sasaran yang akan 

diselamatkan.  

 

Teknik pengendalian hama dapat dilakukan secara kimiawi yaitu dengan penggunaan 

pestisida atau secara biologi (hayati) yaitu dengan menggunakan musuh alami. 

Pengendalian hayati adalah pengendalian menggunakan musuh alami yang terdiri dari 

parasitoid, predator dan patogen serangga (Labe, I Wayan, 2014). Musuh alami berperan 

menurunkan populasi hama sampai ke Analisa Stabilitas Model Matematika ...|  

 

79 tingkat yang lebih rendah jika dibandingkan dengan yang tidak diatur oleh musuh 

alami. Dilihat dari fungsinya, musuh alami dapat dikelompokkan menjadi Parasitoid, 

Predator dan Patogen. Parasitoid merupakan serangga yang memarasit serangga atau 

binatang antropoda lainnya dengan cara menyedot energi dan memakan selagi 

inangnya masuh hidup dan membunuh atau melumpuhkan inangnya untuk 

kepentingan keturunannya. Predator adalah binatang atau serangga yang memangsa 

serangga lain.  

 

Sedangkan patogen adalah golongan mikroorganisme atau jasad renik yang 

menyebabkan serangga sakit dan akhirnya mati. Patogen yang menyerang serangga 

berupa virus, bakteri, protozoa, jamur, riketzia dan nenatoda (Sunarno, 2012). Kestabilan 

Sistem (Subiono, 2010) Teorema: Diberikan persamaan diferensial ? dengan matriks A 

berukuran dan mempunyai nilai karakteristik yang berbeda (i).  

 

Titik asal ¯ adalah stabil asimtotik bila dan hanya bila untuk semua (ii). Titik asal ¯ adalah 



stabil bila dan hanya bila untuk semua dan untuk semua dengan multiplisitas aljabar 

sama dengan multiplisitas geometrinya. (iii). Titik asal ¯ adalah takstabil bila dan hanya 

bila untuk beberapa atau ada dengan dan multiplisitas aljabar lebih besar dari 

multiplisitas geometrinya Kriteria Routh-Hurwitz Kriteria kestabilan Routh- Hurwitz 

dapat dipakai untuk mengecek langsung kestabilan melalui koefisien tanpa menghitung 

akar-akar dari polinomial yang ada.  

 

Diberikan suatu polinomial karakteristik Susun tabel sebagai berikut dimana secara 

rekussif didapat dari : , , … , , … Kriteria Routh-Hurwitz menyimpulkan bahwa: banyaknya 

perubahan tanda dalam kolom pertama pada tabel di atas sama dengan banyaknya 

akar-akar polinomial yang bagian realnya positif. Jadi bila kolom pertama dalam tabel 

tidak ada perubahan tanda ( semuanya bertanda positif atau semuanya bertanda negatif 

) maka semua akar polinomial bagian realnya adalah tak-positif. Bila polinomial ini 

merupakan polinomial akar-akar karakteristik dari matriks A dimana ? , maka sistem ini 

adalah stabil.  

 

BAHASAN UTAMA Model Matematika Pada bagian ini dibahas model matematika pada 

permasalahan pengendalian hama terpadu yang mengintegrasikan pengendalian hama 

secara biologi dan kimiawi. Dalam sistem ini diasumsikan terdapat tiga populasi utama 

yaitu organisme Jurnal Apotema, Vol. 2, No. 1, Januari 2016 | 80 pengganggu tanaman 

(hama serangga), musuh alami (predator) dan virus penginfeksi yang digunakan sebagai 

patogen untuk hama.  

 

Populasi hama serangga dibagi menjadi dua kelas yaitu kelas S yang terdiri dari individu 

– individu susceptible (sehat tetapi rentan terhadap virus) dan kelas I yang terdiri dari 

individu – individu infectious (terinfeksi virus) dengan menunjukkan jumlah populasi 

hama. Populasi hama yang susceptible (S) saja yang mampu bereproduksi dengan 

pertumbuhan logistik, sedangkan hama yang terinfeksi (I) mati sebelum bereproduksi 

karena ketidakmampuan bersaing untuk mempertahankan hidup. Namun hama yang 

susceptible akan menjadi terinfeksi ketika terkontaminasi oleh virus.  

 

Partikel virus (V) akan mengalami kematian alami akibat perubahan suhu, pH, serangan 

enzimatik, dan lain sebagainya. Namun virus juga mempunyai kemampuan untuk 

bereplikasi. Musuh alami atau predator (P) hanya mengkonsumsi mangsa (hama) yang 

terinfeksi (I) karena mangsa yang terinfeksi lebih rentan terhadap pemangsaan daripada 

mangsa yang sehat. Namun virus patogen serangga (Baculoviruses) tidak memiliki 

dampak negatif pada tanaman, mamalia, burung, ikan, atau pada serangga yang bukan 

target.  

 

Jadi predator tidak akan terinfeksi oleh Baculoviruses. Pengendalian terhadap hama juga 



dilakukan dengan penyemprotan insektisida (u) pada sistem. Dari asumsi-asumsi 

tersebut dapat dibuat model matematikanya menurut S.Gosh (2009) sebagai berikut: ( * 

dengan K adalah jumlah maksimum dari populasi hama, r adalah laju kelahiran intrinsik 

pada hama, adalah laju efektivitas kontak antara hama dengan virus, adalah laju 

kematian pada hama yang terinfeksi oleh virus, adalah laju pencarian predator pada 

hama yang terinfeksi virus, adalah laju kematian pada predator, adalah faktor 

ketergantungan antara prey- predator, adalahlaju kematian pada virus, adalah 

parameter replikasi virus, adalah koefisien untuk hama yang rentan terhadap penyakit, 

adalah koefisien untuk hama yang terinfeksi, adalah koefisien untuk predator, dan 

adalah proporsi jumlah insektisida yang digunakan pada masing – masing spesies S, I, 

dan P dengan ? .  

 

Untuk memudahkan analisis matematika, persamaan (1) - (4) dapat disederhanakan 

menjadi bentuk persamaan tak berdimensi dengan mendefinisikan variabel baru yaitu 

merupakan bentuk tak berdimensi dari fungsi waktu, , , , , , , , Analisa Stabilitas Model 

Matematika ...| 81 , , , dan sehingga diperoleh model bentuk normal yaitu ( ) Solusi dari 

sistem persamaan (5) – (8) berada di dalam daerah penyelesaian yaitu { } Titik Setimbang 

Titik Setimbang adalah titik yang invariant terhadap waktu.  

 

Dengan demikian titik – titik setimbang diperoleh dari dan sehingga diperoleh sebuah 

titik setimbang bebas penyakit yaitu ( ) dan dua buah titik setimbang endemik yaitu ¯ ¯ ¯ 

dan dengan ¯ ¯ [ ( + ] * + ( ) , ¯ ¯ ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( * [ ] dan Titik setimbang ( ) 

merepresentasikan suatu kondisi dimana tidak terdapat populasi predator dan virus ( 

dan ) sehingga semua populasi hama yang ada adalah sehat atau tidak ada hama yang 

terinfeksi virus ( ).  

 

Oleh karena itu titik setimbang dinamakan titik setimbang bebas penyakit. Kondisi ini 

dapat terjadi jika atau ekuivalen dengan sehingga titik setimbang berada dalam daerah 

penyelesaian. Untuk selanjutnya disebut dengan atau ambang batas maksimal 

penyemprotan insektisida.  

 

Titik setimbang ¯ ¯ ¯ merepresentasikan suatu kondisi dimana terdapat populasi virus 

yang merupakan patogen pada hama sehingga menyebabkan adanya populasi hama 

yang terinfeksi virus. Akan tetapi populasi predator tidak ada. Oleh karena itu titik 

setimbang Jurnal Apotema, Vol. 2, No. 1, Januari 2016 | 82 dinamakan titik setimbang 

bebas predator.  

 

Pada suatu kondisi dimana titik setimbang bebas predator akan menjadi titik setimbang 

bebas penyakit terjadi pada saat . Jadi dapat dikatakan sebagai nilai ambang batas 

untuk kekuatan infeksi. Selanjutnya titik setimbang dinamakan titik setimbang endemik 



karena pada kondisi ini semua populasi virus, hama yang sehat, hama yang terinfeksi 

virus, maupun predator terdapat di dalam sistem. Analisa Kestabilan Model Setelah 

menentukan titik setimbang model, selanjutnya ditentukan kestabilan di setiap titik 

setimbangnya.  

 

Sistem persamaan (5) – (8) merupakan sistem persamaan diferensial nonlinier sehingga 

untuk menganalisa kestabilan, maka sistem tersebut dilinierisasi dengan menggunakan 

deret Taylor di sekitar titik setimbang. Misal didefinisikan , , dan sebagai berikut ( ) 

dengan adalah fungsi nonlinier maka matriks Jacobiannya adalah [ ] Selanjutnya nilai 

eigen didapatkan dengan menyelesaikan persamaan karakteristik | | dengan I adalah 

matriks identitas.  

 

Kestabilan Pada Titik Setimbang Bebas Penyakit Diketahui titik setimbang bebas 

penyakit adalah ( ) sehingga diperoleh matriks Jacobian yaitu dengan persamaan 

karakteristik | | ( ( ) ) Diperoleh akar – akarnya yaitu: dan diberikan oleh persamaan ( ) 

Analisa Stabilitas Model Matematika ...| 83 ( ) { } yang mempunyai akar – akar dan . 

Analisa dan diperoleh hasil sebagai berikut: a. Jika nilai maka { } sehingga dan ( ) { } .  

 

Berdasarkan analisis pada , nilai negatif jika sehingga nilai , dan ( ) { } . Karena dan maka 

dan keduanya bernilai negatif b. Jika nilai maka { } sehingga persamaan karakteristiknya 

menjadi dan akar – akarnya adalah , c. Jika nilai maka { } . Nilai sehingga dan ( ) { } 

Karena dan maka dan salah satu bernilai positif dan satunya bernilai negatif.  

 

Oleh karena itu, titik setimbang akan stabil ketika dan . Hal ini menginterpretasikan 

bahwa penyemprotan insektisida di bawah ambang batas maksimal penyemprotan yang 

diperbolehkan, tidak akan merusak sistem sehingga sistem masih stabil.  

 

Sebaliknya, penyemrotan insektisida yang melebihi ambang batas maksimal 

penyemprotan yang diperbolehkan, akan dapat merusak sistem sehingga sistem 

menjadi tidak stabil. Parameter replikasi virus juga menentukan kestabilan sistem pada 

titik setimbang ini. Jika parameter replikasi virus kurang dari 0 maka virus tidak cukup 

kuat untuk menginfeksi hama sehingga tidak terdapat hama yang terinfeksi virus.  

 

Dengan kata lain, titik setimbang bebas penyakit pada kondisi ini adalah stabil. 

Sebaliknya, jika parameter replikasi virus melebihi 0 atau melebihi ambang batas 

kekuatan infeksi, maka akan terjadi endemik. Dengan kata lain, titik setimbang bebas 

penyakit dalam kondisi ini adalah tidak stabil.  

 

Kestabilan Pada Titik Setimbang Bebas Predator Diketahui titik setimbang bebas 

predator adalah ¯ ¯ ¯ sehingga diperoleh matriks Jacobian yaitu dengan persamaan 



karakteristik | | Jurnal Apotema, Vol. 2, No. 1, Januari 2016 | 84 ¯ { ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ } 

¯ dengan ¯ ¯ ¯ ¯ [ ¯ ¯ ¯ ] ¯ Persamaan karakteristik tersebut mempunyai akar – akar 

persamaan ¯ ( ¯ * dan tiga akar lainnya diberikan oleh persamaan dengan menggunakan 

aturan Routh- Hurwitz maka diperoleh syarat kestabilan dapat terjadi pada titik 

setimbang bebas predator ini yaitu, titik setimbang adalah stabil jika ¯ , , , dan Kestabilan 

Pada Titik Setimbang Endemik Pada titik setimbang Matriks Jacobiannya adalah 

Selanjutnya didefinisikan fungsi Liapunov dimana Berdasarkan Teorema Liapunov, titik 

setimbang endemik stabil asimtotik jika memenuhi: (i) { } dan (ii) ? { } ( [ ] [ ] [ ] , D adalah 

matriks diagonal simetri, maka matriks D adalah definit positif sehingga { } dan Sistem 

tak linear pada persamaan (5), (6), (7) dan (8) dapat dilinearkan di sekitar titik setimbang 

yaitu ? sehingga ? ( ? ? ) ( ( ) ( ) * ( ) ( ) disebut Matriks Liapunov [ ] [ ] Analisa Stabilitas 

Model Matematika ...|  

 

85 ? ? Matriks adalah matriks simetri berorde 4x4, maka matriks adalah definit positif. 

Artinya sub matriks utama dari mempunyai determinan – determinan positif. Jadi 

kesetimbangan adalah stabil asimtotik pada saat * + Hal ini menginterpretasikan bahwa 

jika parameter replikasi virus masih di bawah * + maka kondisi ini terpenuhi yaitu titik 

setimbang endemik adalah stabil. Akan tetapi bila parameter replikasi virus sudah 

melewati maka sistem mengalami bifurkasi. 1.  

 

PENUTUP Dari analisa yang dilakukan pada sistem model pengendalian hama maka 

dapat diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 1. Model matematika pengendalian hama 

terpadu memiliki sebuah titik setimbang bebas penyakit ( ) dan dua buah titik 

setimbang endemik yaitu ¯ ¯ ¯ dan 2. Terdapat yaitu batas maksimal penyemprotan 

insektisida yang diperbolehkan pada kondisi titik setimbang bebas penyakit.  

 

Jika penyemprotan insektisida di bawah ambang batas maksimal penyemprotan yang 

diperbolehkan maka tidak akan merusak sistem sehingga sistem masih stabil. 

Sebaliknya, penyemrotan insektisida yang melebihi ambang batas 

maksimalpenyemprotan yang diperbolehkan dapat merusak sistem sehingga sistem 

menjadi tidak stabil 3. Terdapat ambang batas kekuatan infeksi virus yaitu ( ) dan * + .  

 

Apabila parameter replikasi virus ( ) masih di bawah maka virus tidak cukup kuat untuk 

menginfeksi hama sehingga menyebabkan kondisi pada titik setimbang bebas penyakit 

adalah stabil. Jika parameter replikasi virus melebihi maka sistem akan masuk pada 

kondisi endemik. Namun apabila parameter replikasi virus melebihi maka sistem akan 

akan mengalami bifurkasi.  

 

Untuk penelitian selanjutnya dapat dianalisa kestabilan sistem secara global dan juga 

dapat diberikan suatu pengontrol sehingga dapat ditentukan suatu kondisi yang 
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